Adventni kalendar 2025

3. rocnik




Priklad 24:

VANOCNI STROMECEK - HIDOKU

L

Doplite chybéjici Eisla tak, aby kaZde Eizlo souviselo = dalZim Eislem
vodorovné, svisle nebo diagondlné.
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Ukazka resieni:

Hddanky Hidoku {plvodné vydané jako Hidato Puzzles) jsou vitvorem Dr. Syory M.
Benedeka, izraelského matematika. Hebrejské slovo _hida* znamend hddanku. W
hddance hidato dostanete mrizku £ vwwbérem Eisel. ktera jsou jiz wplnéna.

Vasim dkolem je doplnit chybéjici £isla tak, aby se kazdé £islo spojovalo s dalsim
cislem vodorovng, svisle nebo diagondlné. 1 se musi spojovat s 2, 2 se musi spojovat

679
5|28
1| 4|3

V okénku byla zadana €izla 1,2,6 a 8, ostatni se doplauji
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Priklad 23:

TH sbérné studny A4, B, C maji vzdjemné vzdilenosti BC = 272,91 m,
AC = 221,37 m, AB = 2124 m, pfiemz < BAC = 76°38' = «,
X APB = 15°19' = 8, X APC = 21°24' =¢. Jak daleko je Cerpaci
stanice P od viech tif studnf?

AN




Zavedeme si pomocny tihel u pii
bodu B a thel » pfi vrcholu C.

x ¢ x
Potom —— = N =
sin u sind sinw¥
_esing  C
= Sine’ odtudx———é--
__bsinv
- SinE.”(l)
ProtoZe u + v =360° — (a+ & + ¢)
A a+ 0+ ¢
je -~ 180° — — .
2 2

Z poslednich dvou rovnic je mozno urcit velikost wihld u, ». Vypocet je
143t jednoduchy, kdy? je mozno vyraz (1) vyjadiit jako funkci“ .

2
Proto poloZime sin x4 = kb sin §, sin » = kc sin £ a napiSeme
siny —siny  kbsind — kesine
sing +sinv  kbsind + kesine
w—"v
tg'.____-
7 toh 2  bsind —csine
° ot pt v " bsind + csine =P
2
m—v a+ 6+ e a+0+¢

V nasem pripadé je tedy tg 7= =P8 —— > kde 3 =

— 56°40'30". Y — 10°54'51"

2
Z této rovnice a podminky Zt

— 134D14}'21H‘, y — 112024.!39“'. 2
Ze vztahu (1) mdme pak x = 576,1 m. Pomod sinové véty ziskime i veli-
kosty = 407.4ma z = 449,.7 m.

Cerpaci stanice P je od studné A vzdilena 576,Im, od
studné B 407,4 m a od studné C 449,7 m.

= 123°19°30” dostaneme u =




Priklad 22:

Od paty vysilaci v&€Ze F stojici na kopci byla po svahu zmérena vzdélenost
FB = 56 m a déle za bod B ve stejném sméru vzdilenost B4 = 38 m
Vrchol vysilaci v&Zze H byl z bodi A, B zaméfen v thlech a = 22° f =
= 32°, Urdete vysku véZe i uhel sklonu névrs{

1
sin¢=%:>v1=56-sin(p

v2
sinp=—=v2=38:sin
Q 33 @

vli+v2=94-sing

(022" = v+vl+v2  v+356sing+38sing

94cos @ 94 cos@

v+vl  v+56sing

1g32° = =
S56cos @ 56cos @

Rovnice odecteme dostaneme rovnici pro vypocet ¢ :
cosp-(94-1g22° —56-1g32°) = v +94-sinp — v —56-sinp
pouZijeme zaokrouhleni pri jednotlivych vypoctech
3
3cosp =38sinp = 38 tgp = @ =4"30'50"

Ze sinové vety uréime vysku véze:
v 94 94 -sin17°29'10"
= = V=
sin(22° — @) sin68§° sin 68°

~ 30,5m




Priklad 21:

Z vrcholu kopce, ktery mé vy3ku v == 150 m nad horizontélni rovinou,
vidime dv€ mista A, B v té roviné v hloubkovych tihlecha = 30° 8 = 45°,
jejich vzdlenost AB v 1hlu ' = 60° (primét Ghlu ).

Jak velk4 je tato vzdilenost ?

Vrchol kopce oznadme C. Vzdalenost CA = vy, vzdilenost CB = z,
vzdilenost AB = x. Poloime C'A = ¢q,C’'B = b.
Potom x* = g% 4 b2 — 2gb cosy’; a = v .cotg 45° b = v . cotg 30°
x2 =150%. 3 + 150% — 2, 1502 V§%= 1502 (4 —Vg):
x = 150. /2,26 = 225

Vzdalenost mist A, B je pfiblizné 225 m.

Priklad 20:

Nepfistupny bod C v roviné byl zaméfen ze dvou stanovi$? 4, B, jejichZ
vzdalenost je ¢ = 56 m, pod uhly BAC = 49°57', ABC -= 68°20’. Jaké
je vzdélenost bodu C od obou pozorovatelen?

Existuje-li feSeni, oznatme vzdilenost AC = b, vzdélenost BC = a.

Ze sinové véty pak dostdvime a = c?nz,b=cfmﬁ.
sin y sin y

¢ = 56 __csina

a = 49°57' a= siny

p = 68°20

a=?;b=2; b_csinﬂ

a = 48,7m siny

b = 591m y=2R — (2 + )

Bod C je vzdilen od zamé&fovaciho bodu 4 59,1 m, od bodu B 48,7 m.




Priklad 19:

V trojihelniku je strana a tfikrit tak velka jako strana &. Jak velky je
uhel B, je-li « = 45°12"13"?

Ze sinovy véty:

a

b . bsina sina sin(45°12'13")
- = — = sinf = = =
sina sinf a 3 3
p= 13°40'57",

=0,236538

Priklad 18:

Vypoctéte obsah S, polomér kruZnice vepsané p a polomér kruZnice
opsané r trojihelnfku ABC, v némzZ je déno:

a)a=50=6,c=17;

b) ¢ = 15, a = 62°10°, B = 18°40',

VYSLEDKY VYSLEDKY
a S cm a 13.436 cm
b 6 cm b 4.863 cm
C 7 cm C 15 cm
o 44 415 ¢ o 62.167 *
B 57.122 * B 18.667 *
Y 78.463 ° ¥ 99.166 °
he 4,199 cm h, 4301 cm
& 1.633 cm r 1.937 cm
R 3.572 cm R 7.597 cm
5 14.697 cm? s 32.254 cm?
o 18 cm O 33.299 cm




Priklad 17:

Na domé jsou dva fddky nipisu. Hornf z nich mé spodni okraj ve vysi
30 m, druhy 15 m nad vodorovnou rovinou. Jak vysok4 mus{ byt pismena
v prvnim i druhém fiddku, maji-li byt stejn€ itelné jako pismena vysoki
80 cm z mista vzdileného 30 m od pfisluSné stény domu ve vodorovném
sméru ve vyice o&i, tj. 1,5 m?

1. Parametry referencniho pozorovani

V referencnim bodé (ve vySce oci) se na pismena divame kolmo.
= Vzdalenost (x): 30 m

* Vyska pisma {hmf}: 0,8m

h 0.8
ref _ o rad (cca1,53).

» Zorny uhel (a): a =~
2. Geometrie pro napisy ve vysce

Kdyz je pismo ve vysce H a o€iv 1,5 m, tvofi svisly rozdil od o¢i y = H — 1, 5. Skuteéna
vzdalenost oka od paty pismene je pfepona r = \/x2 + 2.
Protoze pismo je svislé a pohled Sikmy, svira paprsek s rovinou pisma uhel . Pro zorny

uhel @ plati vztah: h - cos()
t= ————

r

Kde cos(gp) = E. Po dosazeni dostavame finalni vzorec pro vysku pisma h:
r

h_a-rz B a-(x2 4%
- ox x

3. Vysledné hodnoty po dosazeni
Pro vodorovnou vzdalenost 30 m a referencni uhel 0,8/30 vychazi:
* Horni radek (vyska 30 m):

o Svisly rozdilodoéi: y=30—-1,5=28,5m

0.8 30%°+28,5° _0,8-1712,25

~ 1,522 m
30 30 900

o Vypocet: hy =

» Dolni radek (vyska 15 m):
o Svisly rozdilod oéi: y=15—-1,5=13,5m

2 2
o Vypocet: hy = % 30 —;[;3‘5 = 0.8 ;332‘25 ~ 0,962 m

Pismena musi byt vysokd - ve vysce 15 m .... cca 1m,
ve vySce 30 m .... ccal,6 m




Priklad 16:

Kouli vidime z jistého bodu v zorném thlu @ = 37°12'58”. PHibliZime-li
se k nf 0 délku d = 1 m, vidime ji v zorném hlu § = 48°36'18”. Jaky
je jeji objem?

Objem koule ¥ = -5 rr®

d = vzdalenostbodu Aa B

Refenf (obr. 55)

Objem koule ¥ = ;-m’. Po-

lomér této koule urédime z pra-
vouhlych trojihelnfkli OAT,,
OBT,, kde O je stied koule,
A,B jsou pozorovaci body, T,
T, body dotyku teden vedenych
z bodi A, B. Potom plati

r=OA.si.n%,r= OB . sin % ¢)) Obr. 55
r (sin E-—-sin E) = d sin E«sinf-,
2 2 2 2
. B ﬁ
o sm—z—smi o ;1'51:;7,"-51112
sinﬁusin-— 2cosﬁ+a*sinﬁ—
2 4 4
Odtud dostaneme

. i . r 3
4 ds1n25m2
V=or B +a ﬁ--_; )
3 2 cos—— . sin ——
4 4




Pro nate hodnoty = — 18°36'29”, £ — 24°18'00",F +% _ 21007197,
2 2 4
d n X — 2°50'50” = 10 250"
Objem pozorované kouleje V = 12 m?®,

Priklad 15:

DokaZte, Ze pro thly trojihelnika plati:
tg 2x + tg2f + tg2y =tg2a.tg2p .18 2y

PoloZime
2a+26+2y =360°

20 +2B=360°"—-2y ... aplikujeme na rovnici funkci tg
tg(2a+28) =1g(360" -2y )

1g(2a+28)=-1g2y

1g2a +1g2B + 182y =1g2a + 1823 —1g(2a+ 28) =

2 2 1
=tg2a+tg2ﬂ—ltgtaz+té; fﬂ:(tg2a+tg2ﬂ).[1—1 Py 2ﬂ):
—igLa-ig —igLo-ig

—1g2a-1g2f  1g2a+1glp
1-122a-1g2f 1-1g2a-1g2pB

= (tha + th,B)- -(—tg2a . thﬂ) =1g2a-tg2p -tgy

Priklad 14:

Dokazte:

: < ) x
2sina + sin 2a = 4 sin a cos® 5

. . a
{sta =2sinacosa; cosa = 2cos’ E_l}
2sina + 2sinacosa = 2sina(1+ cosa) =

= 25ina(1+ ZCOSZ%—1)= 4sin - cosz%




Priklad 13:

Upravte na soudin: sin « + cos @ + sin 2« + cos 2x + sin 3a + cos 3«

Dany vyraz nejprve upravime takto:

(sin « + sin 3e) + (cosa + cos 3a) 4 (cos 2a + sin 2a) =
= 2 sin 2e cos & + 2 cos 2ee cos a + sin 2a cos 2 =

= (sin 2 + cos 2x) . (2cosax 4+ 1) =

= 2 (cos &« + cos 60°) . (sin 2 + cos 2a) =

= 2 (cos & + cos 60°) [cos (90° — 2«) + cos 2«] =

@+ 60" s E =5 3 cos 45° cos (45° — 20) =

2 2
o + 60° a— 60°
= 4)/2 cos cos 5 cos (45° — 2a)

= 4 cos

Priklad 12:

AniZ podftite velikost ihlu @, uréete hodnoty ostatnich goniometrickych

funkd, je-li ddno: oos¢p=%, pm%n<<p<21r

Ve ¢tvrtém kvadrantu majl viechny zbyvajici funkce, tj. sin ¢, tg @,
cotg @ zdporné hodnoty. Podle vztahu

o1 (VB o5
Sin'p = 4 13

13 169
t _sing 5 12 5
B9 = s g 13°13 12
12
°°t8?=—?
: . -5 5 12
Hledané hodnoty jsou: sin ¢ = 3 B9 = _ﬁ,cotgqp= —%5




Priklad 11:

Letadlo letd vodorovné ve sméru na baterii ve vySce 3 000 m. Pfi prvém
méfeni byl zjiStén polohovy uhel 25° pfi druhém méfen{ provedeném
po deseti sekundich byl zjiStén polohovy uhel 35°. Urcete rychlost

letadla.

dos

3000
?9 150 7
//

3 ——
e g = s

f
Yo e plilh ool 3= 30;:’"5‘/35 24 m/
L= dA4G 078 m ép /
/g_:/u—-i
0744‘7/0??4”- [o
= 2’/(-/“1[5.

—

e
Letadlo letélo piblizné rychlosti 215 '%




Priklad 10:

Trojahelnik CEF, ktery je vepsan do ¢tverce ABCD o strang a
tak, Ze bod F je stied strany AB a bod F je na strané C D, ma
obsah § = -i:ai. Urcete velikost tsecky CF,

F )
D 7 C Uréime délku EC: plati |EC|?=|EB|?*|BC|?

2 2
| EC |2=(§) +a’ =5%, Ghel u vrcholuE @ :

tg¢=1=2:>sin(o= 89 _ 2
P a Jl+igo 5
A E B 2 ; ’
Plocha EFC = gaz,ale také E|FC|-|EC|-sin(p

V5-a 2
2 5

e =Lrc).
6 2

|FC|= L a
3
Priklad 9:

Do uhlu velikosti 60° jsou vepsany dva dotykajici se kruhy. Vzda-
lenost stredu mensiho kruhu od vrcholu ahlu je 55. Uréete pomeér
obsaht obou kruh.

|VS,|=5+r+r,
sin30r=—2 A1
vs,| 5 2

5 5 15
r1=5 pak |VS2|=5+E+r2=?+r2

15
VS, |=2r2:>r2=7

S_1__ 1 1 1
s, S 15y 225 9
s, T, 5

1
Pomér obsahu obou kruhu je —




Priklad 8:

V rovnoramenném trojuhelniku ABC je pomér délek zdklady AB a vysky
na zdkladnu 10 : 12. Rameno md délku 26 cm. Jestlize T je téZistém
trojlihelniku ABC, uréete obsah trojdhelniku ABT.

O =2C enn
Plo k! .
9\.—-/{5'-/'(
P T
26 = ';&)"‘(z)
ozé,:gg+iz_ /o
WANE W oy
\/JZ& /V/ ﬁ%:&fm,. 700-262:/1!4‘22} 25_23,..
(/v.&c Q&ﬂ/«é £ 9. <. 14
WW/ ; foo.26 = (6T 2
1 %“%":7 Jor56 = 82
b= 6%?,??0%1/ Z=Loomt
]"_’)l, L= Lo
7W/>A/zzfﬁ; (= L2 Bom

S:QOW

Plocha hledaného trojuhelniku ABT je 80c¢m’




Priklad 7:

Uhly pii zékladng AB rovnoramenného trojihelniku ABC ma-
ji velikost 30°. Priiseciky os ramen AC a BC se zakladnou AB

oznacime M, N. Uréete vnitini hly v trojuhelniku M NC.

Trojuhelnik M N ' je rovnostranny, vsechny tthly maji velikost 60°,
Priklad 6:

Do ¢tverce ABCD o strané a je vepsan rovnostranny
trojuhelnik FFC tak, aby F € AB, F € AD.
Uréeme pomér stran ¢tverce a trojuhelniku.

D C
%
F /-/
.
Vi
/5 *
v
A E B

Oznac¢me x stranu trojihelniku EFF'C. Protoze primka AC je osou stra-
ny EF', jsou pravouhlé rovnoramenné trojuhelniky AES, AF.S shodné.
Jejich odvésny maji velikost %:1:. Pro vysku C'S trojuhelniku EFC plati

V3 T
Y e =av2 - =,
g TT VIS
Odtud vypoéitame
22
T = a.

V3 +1

Hledany pomeér stran ¢tverce a trojuhelniku tedy je

a:x=(V3+1):2vV2.




Priklad 5:

Velikosti vnitfnich Ghld trojihelniku KLM jsou v poméru 2: 3 : 4. Do
tohoto trojuhelniku je vepsdna kruznice p. Body dotyku kruznice p
se stranami trojuhelniku déli kruznici na tri oblouky. Uréete pomér
délek téchto obloukd.

Oblouky jsou v poméru: 5:6:7
Priklad 4:
V pravouhlém trojihelniku ABC je délka vysky BV dlouhd 1 cm, 1éz-
nice BT mad délku 2 cm. Jakou velikost md dhel u vrcholu A (Ghel a)?
v C

Krok 1: Vlastnosti téznice v pravouhlém trojuhelniku

V pravouhlém trojuhelniku A BC s pravym uhlem u vrcholu B plati, ze délka téznice na

preponu BT je rovna poloviné délky prepony AC. Protoze BT = 2 cm, plati:
AC=2-BT=4cm

Zaroven plati, ze body A, B, Clezi na Thaletové kruznici se stredem T, tedy

AT = BT = CT = 2 cm. Trojuhelnik A BT je proto rovnoramenny s rameny AT a BT.

Krok 2: Vypocet uhlu v trojuhelniku BVT
Uvazujme pravouhly trojuhelnik BVT, kde BV je vyska na preponu (BV L AC). V tomto

trojuhelniku zname deélku odvésny BV = 1 cm a délku prepony BT = 2 cm. Pro uhel

£ BTV (oznacéme jej w) plati:
. BV 1
sinfw) = — = =
BT 2

Z toho vyplyva, ze w = 30°. Tento uhel w je dhlem mezi téznici a vyskou.




Krok 3: Urceni uhlu pri vrcholu A

V rovnoramenném trojuhelniku A BT jsou Ohly pfi zakladné A B shodné, tedy

£BAT = £ABT = a. Uhel @ (nebo jeho doplnék) je vnéjim Ghlem k trojuhelniku A BT pfi
vrcholu T, nebo |ze vyuzit vztahu, ze dhel mezi vyskou a téznici z pravého uhlu je roven
Ja— |

1. Pokud uhel @ = 30" odpovida vnéjsimu uhlu k /A A BT, pak 2a = 30", tedy a = 15"

2. Pokud je uhel 30" doplfkem, pak 2a = 180" — 30" = 1507, tedy @ = 75".

Priklad 3:
Kruinice poloméru p=06cm je opsdan trojdhelnik, jehoz strany jsou v poméru
5:5,6: 3,4. Stanovte delky jeho stran.
Délky stran oznaéime a= 5k, b =5,6.k, c = 3,4.k a vypolet plochy provedeme podle Heronova

vzorce.
<= a+b+c Sk+5,6k+3,4k

2 2
s—a=T7k—-5k=2k
s—b=T7k-5,6k =1,4k
s—c=Tk—-3,4k =3,6k

S=\s-(s—a)-(s—b)-(s—c) =Tk -2k 1,4k - 3,6k

Tk

S = 8,4k
2
p=S 8 ks k=L k=8 5
s Tk 1,2 1,2

Strany trojuhelniku jsou a = 25j, b = 28j, c = 17]




Priklad 2:
Reste trojthelnik, v némzZ je didno: P =84 j2, b4 ¢ = 28 j,
a =59°29'23", Jak4 je velikost stran tohoto trojihelnfika ?

, = ‘ ~N e/

s %\
/‘l// ~ % \1

VS S . S—
L - A._Lr f_c(:..w’ ey
T =3
P=lbe pmil => bo bm o = JE&
4
poo16€ A4

TBrd 99237
f”am 4 @ @(CQ/-'
/6' +C :Zg
/6, O :/(QT
h(2&4y =17
20 b -".3’92 = /{Cﬂf
0 :/f,vL, 92b + /95
b =15 =43
] &y = A8 c, =A%

\ Q}»: {5], Q::'/E’ I
S ‘5;.’/ /Li[" ()2 I

5- .
A

Urceni strany a:
Plati z kosinové véty:
a’*=b*+c*—2bccosa=15" +13*-2-15-13-¢0s59°29'23" =
a’*=196=a=14j
Hledané rozmeéry jsou. a = 14j, b= 13j , ¢ = 15j




Priklad 1:

Jakeé jsou strany trojlhelniku, jez se daji vyjadrit tremi po sobé jdoucimi cisly,
kdyz plocha trojdhelniku je 84 cm??

Délky stran oznacime x - 1, x, x +1a vypolet provedeme podle Heronova vzorce:

s_a+b+c_x—1+x+x+1_3

2 2 2
s—a=§x—(x—1)=lx+1

2 2
s—b=§x—x=lx

2 2

s—c=§x—(x+1)=1x—1
2 2

S=\/s-(s—a)-(s—b)-(s—c)=\/%x-(%x+1)-(%x)-(%x—lj ...... 2

842=§x2- lxz—l :>9408=ix4—§x2 ..... |-16
4 4 16 4
3x*—12x-112896=0 |:3

x'—4x’ =37362=0=> (x—14)- (x+14)-(x* +192) =0

x'—4x*-37362=0=> x,, =114 a 2 komplexni koFeny
Vyhovuje x= 14 cm
Strany trojuhelniku jsou 13 cm, 14 cm, 15 cm




